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Наведено короткий огляд досліджень застосування методу сингулярних інтеграль-
них рівнянь для розв’язання двовимірних задач механіки для тіл з тріщинами. Особ-
ливу увагу звернено на стаціонарні задачі теплопровідності і термопружності для 
кусково-однорідних тіл з тріщинами. 
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тегральних рівнянь, коефіцієнт інтенсивності напружень.  
Під час експлуатації елементи багатьох конструкцій часто працюють в умо-
вах нерівномірного нагрівання, що призводить до появи внутрішніх температур-
них напружень. У разі кусково-однорідних тіл навіть рівномірний розподіл тем-
ператури може сприяти їх виникненню внаслідок неоднакових коефіцієнтів лі-
нійного теплового розширення компонент тіла. Температурні напруження самі 
чи в поєднанні із зовнішніми механічними напруженнями у низці випадків мо-
жуть спричинити утворення нових і ріст вже існуючих тріщин, тобто призвести 
до локального або повного руйнування конструкцій чи їх елементів. Тому важли-
ве теоретичне і практичне значення має вивчення розподілу температурних на-
пружень біля вершин тріщин у твердих тілах. Такі дослідження використовують 
для розрахунків міцності з позицій механіки руйнування та оцінки роботоздат-
ності і довговічності елементів конструкцій з тріщинами. Реалізація цих дослі-
джень в умовах плоскої задачі термопружності значною мірою полегшується зав-
дяки розробці методу сингулярних інтегральних рівнянь (СІР), одному з найзруч-
ніших для практичної реалізації. СІР часто застосовують у дослідженнях напру-
женого стану тіл з тріщинами. Спочатку їх використовували лише для найпрос-
тіших прямолінійних та дугоподібних розрізів. Суттєвим кроком уперед стала 
побудова таких рівнянь для системи довільно розміщених прямолінійних тріщин 
у пружній площині [1, 2]. Це дало змогу отримати числові та аналітичні розв’яз-
ки для плоских і антиплоских задач теорії пружності, стаціонарних задач тепло-
провідності та термопружності, задач згину тонких пластин і пологих оболонок 
для областей з розрізами [3]. Пізніше ці результати узагальнили для криволіній-
них розрізів-тріщин [4] та багатозв’язних областей з отворами і розрізами до-
вільної конфігурації [5]. Однак для кусково-однорідних тіл з тріщинами (розріза-
ми) задачі термопружності ще мало досліджені, зокрема, майже немає розв’язків 
за некругових (зокрема еліптичних) включень і особливо для багатокомпонент-
них тіл з тріщинами. 
Плоскі задачі теплопровідності та термопружності для напівнескінчен-
ного тіла з включеннями і тріщинами. Двовимірні задачі термопружності для 
напівнескінченних тіл з тріщинами вже розглядали раніше, зокрема, методом СІР 
досліджували плоский термопружний стан у півпросторі, який нагрівається ло-
кально на частині його вільної поверхні тепловим потоком і містить внутрішню чи 
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крайову довільно орієнтовану прямолінійну тріщину або періодичну систему та-
ких тріщин [6–10]. Нижче вивчено плоску задачу для кусково-однорідних тіл з 
тріщинами. 
Нехай напівнескінченне тіло (півпростір) складається із матриці S і цилінд-
ричних макровключень Sn, у яких поперечні перетини поверхонь є гладкими 
замкненими контурами ( 1, ).nL n M=  Тіло послаблене N–M криволінійними роз-
різами ( 1, )nL n M N= + , які можуть бути як в матриці, так і у включеннях. Вва-
жаємо, що всі контури ( 1, )nL n N=  не мають спільних точок. 
Розглянемо задачу теплопровідності, коли на замкнених контурах включень 
Ln існують умови теплового контакту 
 , 2 ( ) , , 1,n n n n n
T T T T t t L n M
n n
+ − + −∂ ∂λ = λ − = γ ∈ =∂ ∂ , (1) 
а на берегах тріщин і на краю півплощини L0 задано теплові потоки 
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T t i t t L n M N
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±∂λ = ω ± µ ∈ = +∂  (2) 
 0 0 0 0( ),
T t t L
n
∂ = ω ∈∂ , (3) 
де n  – зовнішня нормаль до замкненого контуру ( 1, )nL n M=  або до лівого бере-
га розрізу ( 1, )nL n M N= + ; , nλ λ  – коефіцієнти теплопровідності матриці і вклю-
чення Sn, відповідно; tn – комплексні координати точок на контурах Ln у локаль-
них системах координат; T(x, y) – температура; sn – дугова абсциса точки tn; 
*
nλ = λ , якщо розріз Ln в матриці; *n nλ = λ , якщо Ln у включенні Sn. Індекси “+” 
і “–” вказують на граничні значення відповідних величин зліва і справа від конту-
ру Ln, коли nt t
±→ . 
Сумарний тепловий потік, який виходить через контур 0 nL L UL= +  
( 1, )n M N= + , вважаємо рівним нулю: 
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Зобразимо загальну температуру T(x, y) в кусково-однорідному півпросторі з 
розрізами у вигляді суми T(x, y) = T0(x, y) + T*(x, y), де T0(x, y) – температура в од-
норідному півпросторі без тріщин; T*(x, y) – збурене температурне поле, викликане 
включеннями і тріщинами. Температуру T(x, y) подамо у вигляді T(x, y) = Re f(z), 
де f(z) – аналітична функція комплексної змінної z = x + iy. Узагальнюючи комп-
лексний потенціал температури ( ) '( )F z f z=  для однорідних півплощини з трі-
щинами та скінченної області з отворами [11], виберемо його для кусково-одно-
рідного тіла у вигляді [12] 
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де 0( ) ' ( ) ( ) ; ; ;k k ki i i kk k k k k k k k k
k
dtH t t i t e t e z e
ds
− θ α θ= γ + µ ς = + =  kθ  – кут між до-
датною дотичною до контуру Lk в точці tk і віссю Okxk; αk – кут між віссю Ox та 
Okxk, потенціал F0(z) відповідає температурі T0(x, y). Тут і далі штрихом позна-
чено похідну, а рискою зверху – спряжену величину. 
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Задовольнивши крайові умови (1), (2) з використанням потенціалу (5), одер-
жимо систему N сингулярних інтегральних рівнянь першого і другого роду від-
носно N невідомих функцій ( 1, )k k Mµ =  і ( 1, )k k M N′γ = +  [12] 
 
1
1Im ( ) Ιm ( , ) ( ) ( , ) ( )n
k
N
i
n n nk k n k k k nk k n k k k
k L
H e K t H t dt L t H t dtβ
=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤τ − τ − τ =⎣ ⎦⎣ ⎦ π ∑ ∫  
 ( )0 0 00
0
( )1Ιm ( ( ) ) ; , 1,n nin n n n
n
d
F e L n M
t
∞ β +α
−∞
⎧ ⎫⎡ ⎤ω τ τ⎪ ⎪= ∆ η − τ ∈ =⎨ ⎬⎢ ⎥π − η⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭∫
, (6) 
 
1
1 Ιm ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ); 1,
k
N
nk k n k k k nk k n k k k n n
k L
K t H t dt L t H t dt n M N
=
⎡ ⎤τ − τ = ω η = +⎣ ⎦π ∑ ∫ , 
де 
1, 1,
0, 1,
n
n M
n M N
⎧ =⎪δ = ⎨ = +⎪⎩
 ; 0nin n ne z
αη = τ + ; ni n
n
de
ds
β τ= ; 
( )
( , )
( )
n ni
n
nk k n
k n
e
K t
i
β +α∆τ = ζ − η ; 
( )
( , )
( )
n ni
n
nk k n
nk
eL t
i
β +α∆τ = ζ − η ; ( 1) 1
n
n n
n
λ − λ∆ = − δ +λ + λ . 
Для системи рівнянь (6) з довільною правою частиною існує єдиний розв’я-
зок у класі функцій, які мають на кінцях розрізів інтегровні особливості, за умов 
 ' ( ) 0
n
n n n
L
t dtγ =∫ , 1,n M N= + ,  (7) 
що забезпечують неперервність температури за обходу контурів тріщин. 
Вище розглянули задачу теплопровідності, коли на межі області та тріщинах 
заданий тепловий потік. Аналогічно, за використання відповідного комплексного 
потенціалу температури можна одержати систему СІР, коли на вказаних конту-
рах задана температура [12]. 
У задачі термопружності вважаємо, що пружний півпростір з включеннями 
та тріщинами перебуває під дією стаціонарного температурного поля T(x, y), на 
поверхнях з’єднання матеріалів матриці та включень виконуються умови спря-
ження (напруження неперервні, а переміщення мають розрив) 
 [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]n n n nN t iT t N t iT t
+ −+ = + , 
 *( ) ( ) ( ) ,n n n n n n n nu iv u iv g t t L
+ −+ − + = ∈ , 1,n M= , (8) 
а береги тріщин під час деформації не контактують і на них задане самозрівно-
важене навантаження 
 *[ ( ) ( )] ( )n n n nN t iT t p t
±+ = , 1,n M N= + , (9) 
де N(tn), T(tn) – нормальна і дотична компоненти напружень; un, vn – компоненти 
переміщень. Вважаємо також, що поверхня півпростору вільна від силових на-
вантажень, а температура і напруження на безмежності відсутні. Задачу розгля-
немо для плоскої деформації тіла. 
Подібно, як і в задачі теплопровідності, інтегральні зображення комплекс-
них потенціалів напружень Φ(z) і Ψ(z) виберемо [12] на основі узагальнення ві-
домих комплексних потенціалів для однорідних півплощини з тріщинами і скін-
ченної області з отворами [11]. Задовольнивши з їх допомогою крайові умові (8), 
(9), одержимо систему N сингулярних інтегральних рівнянь першого і другого 
роду відносно N невідомих функцій Qk(tk) [12] 
 1
1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),
2
, 1, .
k
N
n n n nk k n k k k nk k n k k k n
k L
n n
A Q R t Q t dt S t Q t dt P
L n M
=
⎡ ⎤τ + τ + τ = τ⎣ ⎦π
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3 4χ = − µ , t t Eβ = α  ( 3 4n nχ = − µ , 
t t
n n nEβ = α , 1, )n M=  – для плоскої де-
формації; , , ,t E Gα µ  ( , , ,tn n n nE Gα µ ) 
– коефіцієнт лінійного теплового роз-
ширення, модуль пружності, коефіцієнт 
Пуассона, модуль зсуву матриці (вклю-
чення), відповідно. f±(tk) – граничне 
значення потенціалу f(z) на контурі Lk. 
Для системи рівнянь (10) з до-
вільною правою частиною існує єди-
ний розв’язок у класі функцій, які ма-
ють на кінцях розрізів інтегровні 
особливості, за умов 
    ' ( ) 0
k
k k k
L
g t dt =∫ , 1,k M N= + ,    (11) 
що забезпечують однозначність переміщень за обходу контурів тріщин. 
Коефіцієнти інтенсивності напружень, які характеризують напружено-де-
формований стан в околі вершин тріщин, знаходимо за формулою  
 
k kI II lim 2 | | ( )
k k
k k k k
t l
K iK t l Q t±
± ± ±
→
⎡ ⎤− = π −⎢ ⎥⎣ ⎦∓ ,   1,k M N= +  , 
де дійсні величини 
kIK
± і 
kIIK
±  з індексом “–” відповідають початку тріщини 
( k kt l
−= ), а з індексом “+” – кінцю ( k kt l+= ). 
На основі інтегральних рівнянь знайдено методом механічних квадратур [5] 
числові розв’язки плоских задач теплопровідності і термопружності для півпрос-
тору з циліндричним включенням еліптичного або кругового профілю та тріщи-
ною (рис. 1), який перебуває в умовах локального нагріву поверхні тепловим по-
током [12, 13]. Зі застосуванням апарату СІР побудували також інтегральні рівнян-
ня теплопровідності та термопружності для різних задач, а саме: скінченна [14] 
та нескінченна [15] кусково-однорідна площина з криволінійними тріщинами, дві 
спаяні різнорідні півплощини з включеннями і тріщинами [16], періодична систе-
ма включень та тріщин [17]. Аналогічні задачі теорії пружності дослідили раніше 
[18, 19]. Методом функцій комплексної змінної отримали інтегро-диференційні 
рівняння задачі теплопровідності та СІР задачі термопружності для площини або 
півплощини з круговим включенням, послабленим термоізольованими чи тепло-
проникними тріщинами [20, 21] та термічними циліндричними включеннями і 
тріщинами [22]. 
Плоскі задачі термопружності та пружності для трикомпонентних тіл з 
тріщинами. В цих задачах застосували підхід, який дає змогу понизити порядок 
 
Рис. 1. Геометрія півпростору  
з включенням і тріщиною. 
Fig. 1. Geometry of а half-space containing  
an inclusion and a crack. 
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вихідної системи СІР за колової або прямолінійної лінії поділу неоднорідних ма-
теріалів. Це дає можливість ефективніше знаходити їх числовий розв’язок, а та-
кож порівняно легко розглянути тріщини, які виходять на край кругового отвору. 
 
                          Рис. 2.  Fig. 2.                                                              Рис. 3.  Fig. 3.  
Рис. 2. Геометрія площини з двокомпонентним круговим включенням і тріщиною. 
Fig. 2. Geometry of the plane containing a two-component circular inclusion and a crack. 
Рис. 3. Геометрія спаяних різнорідних півплощин з включенням і тріщиною. 
Fig. 3. Geometry of the bonded heterogeneous half-planes containing an inclusion and a crack. 
Нехай нескінченне тіло (площина) складається з пружної матриці S та дво-
компонентного включення, обмеженого гладкими контурами L0 і L1 відповідно. 
При цьому S0 є кругове включення (диск) радіуса R0, S1 – кругове кільце з внут-
рішнім і зовнішнім радіусами R0 і R1 зі спільним центром на початку координат 
xOy (рис. 2). Матриця містить тріщини ( 2, )nL n N= . Вибравши інтегральні зоб-
раження комплексних потенціалів температури та напружень, в яких враховано 
точне задоволення умов спряження на круговому контурі L0, і задовольнивши 
крайові умови на замкненому L1 (включення) та розімкнених ( 2, )nL n N=  (трі-
щини) контурах, одержимо систему модифікованих СІР виду (6) і (10) відповід-
них задач теплопровідності і термопружності, в яких виключені невідомі функції 
на круговому контурі L0. Таким підходом із використанням методу механічних 
квадратур [5] отримали числові розв’язки задач термопружності для нескінченної 
площини з двокомпонентним включенням і тріщиною (рис. 2) та спаяних різно-
рідних півплощин з еліптичним включенням і тріщиною в одній з них (рис. 3) за 
сталої рівномірної температури у всій області [23–25], а також для двошарового 
кільця з крайовою тріщиною [26]. Аналогічні задачі теорії пружності цим мето-
дом розглянули раніше [27–29]. Метод СІР є також ефективним під час дослі-
дження плоского термопружного стану в обмеженій або напівобмеженій області 
з тріщиною, зумовленого джерелом тепла. Зокрема, цим методом розв’язано за-
дачі теплопровідності та термопружності для кругового диска з центральною або 
крайовою тріщиною [30, 31] чи півплощини з крайовою тріщиною [32]. Відзна-
чимо, що розв’язки плоскої стаціонарної задачі теплопровідності для тіл з тріщи-
нами можна застосовувати також для вивчення інших стаціонарних процесів, 
наприклад, для визначення полів переміщень і напружень у тілах з включеннями і 
тріщинами за повздовжнього зсуву [33], оскільки ці задачі аналогічні. 
РЕЗЮМЕ. Приведен краткий обзор исследований по применению метода сингуляр-
ных интегральных уравнений для решения двумерных задач механики для тел с трещина-
ми. Особое внимание уделено стационарным задачам теплопроводности и термоупругос-
ти для кусочно-однородных тел с трещинами. 
SUMMARY. A brief survey of investigations on application of the singular integral equa-
tions method to solving two-dimensional problems of mechanics for bodies with cracks is pre-
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sented. A special attention is given to the case of steady heat conductivity and thermoelasticity 
for piecewise-homogeneous bodies with cracks. 
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